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摘要: 在非结构网格下,针对非定常三维N 2S方程组发展了一种双时间步长高精度快速迭代格式。该格式在
时间上具有二阶精度,在空间上将 r= 3的加权 ENO 格式与强紧致格式相结合去处理N 2S 方程中的对流项
以及离散方程的右端项,并用四阶精度的紧致格式去计算N 2S方程中的粘性项。典型的 3个算例从不同侧面

对格式进行了考核。计算表明: 该算法具有高效率与高分辨率的特征,所得的计算结果与相关实验数据比较

吻合,初步表明了该算法可以在非结构网格下模拟非定常流动的物理过程。
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Abstract: T he P seudo2t im e M ethod and h igh accu racy rap id itera t ive schem e w ere de2
veloped fo r un steady 3D N 2S equat ion s w ith un structu red grids. T h is schem e has tw o2o rder

accu racy in t im e, and com b ines w eigh ted ENO schem e ( r= 3) and strongly compact schem e

to trea t convect ion term in N 2S equat ion and the righ t term s of the discrete equat ion. Be2
sides, fou r2o rder accu ra te st rongly compact schem e is u sed to calcu la te visco sity term of N 2S

equat ion. T h ree typ ica l cases w ere u sed to check the schem e in differen t w ays. N um erica l test

show s that the schem e no t on ly has the character of h igh eff iciency and h igh reso lu t ion, bu t



also can keep h igh2o rder accu racy. Fu rther, the compu ted resu lts ob ta ined from the p ropo sed

schem e are in good agreem en t w ith experim en t and show the schem e can sim u la te physica l

p rocess of un steady flow w ith un structu red grids.

Key words: aero space p ropu lsion system ; un structu red grids; w eigh ted ENO schem e;

st rongly compact schem e; p seudo2t im e M ethod;

num erica l reso lu t ion N 2S equat ion s

　　由静子与转子组成的涡轮级或由动叶与静叶

组成的压气机级三维流场是一个非常复杂的三维

非定常流场,对于这类流场的数值模拟一直为人

们所关注[1～ 3 ]。随着叶轮机负荷的不断提高和叶

排轴向间距的不断缩小,特别是对转涡轮设计技

术[4 ]以及 Edge2M atch ing 技术[5 ]的发展, 因此较

准确的模拟非定常流动已成为当代叶轮机械气动

热力学研究领域的热点之一。本文是在文献[ 6 ]工

作的基础上,进一步改进与发展了非结构网格下

有限体积法的双时间步长迭代格式使其捕捉激波

与间断时具有较高的分辨率并且在空间上格式具

有高精度。

1　非结构网格下有限体积法双时间
步长迭代格式的通用公式

　　在相对坐标系 (x , y , z )下三维、可压缩、非定

常、雷诺平均N 2S方程组的无量纲形式为[7 ]:
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　　将 (1)式在求解域上积分并将物理量取在网格单元体的体心处,便有:
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式中:
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　　将 (2)式在时间方向上采用 Eu ler向后差分,并整理为:
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　　这里下标 ( i, j )表示单元 i与单元 j 的交界面, f
I
i, j与 f

V
i, j分别表示交界面 ( i, j )处的无粘与粘性通量。

引进伪时间项,则 (4)式可变为[8, 6 ]:
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　　这里 t为物理时间, Σ代表伪时间; 显然对物理时间项采用二阶精度逼近,而伪时间项用一阶逼近,

并且注意将R
n+ 1
i 作局部线化时,则 (6)式便可整理为:
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式中上标 (n)代表物理时间层, (k )表示伪时间层; ∆Q
(n) , (k)
i 的定义为:

∆Q
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　　 (7)式又可以写为:
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　　这就是本文推出的非结构网格下有限体积法

双时间步长迭代格式的通用形式,它对于物理时

间具有二阶时间精度。显然, (9)式可用 Gau ss2
Seidel点迭代算法解出 ∆Q

(n) , (k )
i 值。

2　有限单元体界面上数值通量的
　　　计算及加权 ENO 格式

　　在 (9)式的求解中,要遇到单元体界面上有关

物理量及数值通量的计算,这些量的确定直接影

响着数值格式的空间精度。本文将 r= 3 的加权

ENO 格式[9 ]与强紧致格式[10 ]或紧致格式[11 ]相结

合去决定单元体界面上的有关物理量及数值通

量。为便于下文叙述特引进如下符号: 令 g j 代表

单元体 j 的体心处的任意有关物理量, h j+ 1ö2为单

元体界面处对应于 g 的数值通量。显然,对于一

维情况则 h j+ 1ö2可表示为:
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j + 1ö2 (10)
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　　上述式中 Ε= 10- 6; k = - 1, 0, 1; j + 1ö2代表

单元体 j 与单元体 j + 1的交界面; g
+ (s)
j + k (这里 s=

1, 2)可借助于紧致格式或强紧致格式的思想去决

定。类似的, h
-
j+ 1ö2的值也可由 j - 1, j 和 j + 1这 3

个单元体心处的 g
- , g

- (1)和 g
- (2)所决定,关于它

们的表达式这里不再给出。对应于单元体 j 与单

元体 j + 1 的交界面上 h
+
j - 1ö2和 h

-
j - 1ö2值同样地也

可由 j - 1, j 和 j + 1这 3个单元体心处的相关信

息所确定。另外,对于 (9)式R
(n) , (k)
i 中所含的粘性

项可以用四阶紧致格式或强紧致格式作计算。

3　典型算例及分析

3. 1　来流马赫数M a i= 310的GAMM

　　　　　前台阶流动问题

　　为了考查本格式捕捉激波间断面和滑移面的

能力, 选择了国际上考核算法时经常使用的

GA M M 前台阶流动问题,即超声速气流流过带有

台阶的二维风洞, 其边界条件为 (计算区域见图

1) :

# 1:M a i = 3, P i与 Θi给定

# 3: (超声速流出时) 不提条件

# 5: u = 0

# 2, # 4, # 6: v = 0

图 1　计算区域

F ig. 1　Computational dom ain

　　为了便于同国内外的数值结果 (例如文献

[ 12 ]中的图 10与文献[ 13 ]中的图 10)作比较,本

文在计算时采用了 Eu ler方程组。我们采用本文

的格式计算了该算例,计算中假定初始时刻时台

阶前的直槽道内为均匀流场。图 2给出了 t= 110

至 t= 1510时全场等密度线的分布图。由图中可

以清楚的看出: 当 t= 110 时,可以很清楚的看出

马赫数为 310的超声速气流在前台阶附近形成了

一道脱体的弓形激波,这道激波与上壁面相交形

成反射波; 当 t= 210 时,可以看出由上壁面反射
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的波碰到前台阶的上表面时产生了一道反射激

波,并且这道激波在碰到上壁面时又产生了一道

反射波。 t= 310与 t= 410时又可看到,由上壁面

反射出来的波再次碰到前台阶的上表面,因此又

产生了新的一道反射波。由 t= 510, t= 610, t=

715, t= 910 s, t= 1110 与 t= 1510 时可以清楚的

看出激波的传播以及逐渐消失的过程。由上边图

2给出的不同时刻全场等密度分布图可以看到随

图 2　不同时刻时全场等密度分布

F ig. 2　D ensity con tours at differen t t im e

着时间的逐渐增长,整个流场复杂激波系的变化

情况。这对了解该风洞的流场变化是十分有益的。

显然,本文给出的流场结果要比文献[ 12, 13 ]的流

场结构要细致得多, 更贴近于真实的流动情

况[14 ]。

3. 2　攻角周期性变化的 NACA0012翼型绕流

　　为了进一步考核本文的格式,我们又计算了

有实验结果的NA CA 0012翼型绕流。攻角周期变

化的规律是:

Α( t) = 3116°+ 4159°sin (0116t) (12)

图 3　不同攻角下的全场等压线分布

F ig. 3　P ressure con tours fo r various angles of at tack

　　来流马赫数M a∞= 016, 雷诺数 R e= 418×

106; 计算是按平面二维问题进行的,网格选用了

三角形单元,数值格式采用了本文提出的双时间

步迭代格式 (9) ,得到了该问题的周期解。图 3给

出了当 Α= 316°与 Α= 7175°时全场等压线的分布

图,图 4 给出了当 Α= 5132°与 Α= 6180°时沿翼面

压力系数的分布图。很显然,计算结果与实际数

据[15 ]大体上相吻合。计算中采用了将一个物理流

动周期分成 25个时间步,然后在每一个物理时间

层上进行内迭代。我们进行了 4～ 5个流动周期的

计算后得到了物理参数随物理时间呈规律变化的

周期解。

3. 3　SSM E涡轮级第一级转子动叶的

　　　　　　内流场计算

　　算例 3 是在文献 [ 6 ]计算的基础上去获得

SSM E 涡轮级[16 ]第一级转子动叶进口的非定常

进气条件。当然,为了最大限度的减少工作量,本
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文在提供转子动叶进口条件的实际计算时,也采

取了叶片模化的处理方法,使叶片模化后静子叶

片与转子叶片数之比为 1: 1;在获得转子动叶片

图 4　不同攻角下沿翼面压力系数的分布

F ig. 4　P ressure coefficien t distribu tions fo r various

angles of at tack

图 5　涡轮转子内流场的计算域及五面体网格

F ig. 5　Computational dom ain and grid system

进口条件后进行转子动叶内的三维流场计算时仍

采用转子动叶叶片的真实个数进行内流场的计

算,并且采用了五面体非结构网格,如图 5 所示。

为了便于与实验数据进行比较,这里考察叶面上

任一个固定点,将该点处在一个物理周期 T 的瞬

时值进行了时间平均,便得到了该点处的物理周

期平均值。以压力 P 为例表达式为:

Pϖ =
1
T ∫

t0+ T

t0+ 0

P d t (13)

图 6　SSM E 涡轮转子叶片表面压力系数分布图

F ig. 6　Surface p ressure coefficien t distribu tions

along b lade

图 7　SSM E 涡轮转子叶片表面 Stan ton 数分布图

F ig. 7　Stan ton num ber distribu tions along

ro to r b lade

　　在上述周期平均的意义下,图 6给出了 10%
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叶高处与 90%叶高处 SSM E 涡轮转子动叶叶片

表面压力系数的分布以及与使用掺混平面模型计

算动叶进口条件时计算动叶三维流场的计算结

果,显然两者存在差异是合理的。图 7给出了本文

计算出的动叶叶片表面的 Stan ton 数分布, 并与

实验值作了比较。众所周知, 要算准动叶表面

Stan ton 数的分布是件十分困难的事, 本文所的

结果应该说是可以接受的。

4　结　论

　　 (1) 本文在非结构网格下,针对三维N 2S 方

程组提出了一种双时间步长高精度快速迭代格

式, 它所形成的离散代数方程组能够用 Gau ss2
Seidel迭代算法进行快速求解。该格式在物理时

间上具有二阶精度,在空间上高于三阶。

(2) 在计算非结构网格单元体界面上物理参

量及相关的数值通量时,本文采用将 Χ= 3的加权

ENO 格式与强紧致格式相结合,从而有效的保证

了捕捉激波间断面的高分辨率,并且还导致了N 2
S方程组空间离散的高精度。

( 3) 本文完成了 3 个典型算例,从不同侧面

对本文提出的格式进行了全面考核,并将计算结

果与相应的实验数据进行了比较,计算结果基本

上满意。算例 1主要为考核该格式捕获激波与滑

移面 (或滑移线)的能力; 算例 2 是一个考虑粘性

的非定常翼型绕流,它有详细的测试结果。计算该

算例的目的是与实验数值对比以考查该格式能否

模拟非定常流动的物理过程。算例 3是一个叶轮

机械中常遇到的非定常三维流场,计算该算例的

目的是考核本格式的实际工程能力。3个典型算

例的数值结果初步表明: 该算法可以在非结构网

格的框架下模拟非定常流动的物理过程; 初步显

示了我们用 FOR TRAN 与C 语言编制的三维N 2
S 方程程序是可行的,是能够用于三维流场的非

定常计算。
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